Bogazici Universitesi Isim:

Matematik Bolimii
Yiiksek Lisans Programi Girig Sinavi

Saat:

9:00 — 12:00

BOLUM A: Asagidaki dort sorudan sadece iki tanesini cevaplayn.

Al

Asgagidaki ifadelerin herbirisinin yakinsak mi iraksak mi oldugunu belirleyin. Cevabinizi agiklayin.

Kullandiginiz teoremleri, eger kullandiysaniz, belirtin.
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Asgagidaki integralleri hesaplayin.
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%(GIQ — 2y)dx + (log y)dy, positif yonlii C = {(z,y) € R? : (2 —2)2+ (y — 1)2 = 1}.
C

Denklemi 2z + 3 + z + 2 = 0 olan diizlemi ve denklemi z = 22 + 2y olan paraboloidi diisiinelim.

Bu nesnelerin ayrik oldugunu kanitlayin.

Bu nesnelerin arasindaki en kisa uzakligi belirleyin. (ipucu: Paraboloidin teget diizlemleri cinsinden
diisiinmek yardimer olabilir.)

Asagida verilen ifade, k < n esitsizligini saglayan her k,n € N igin saglanmaktadir.
n+1 n n

(i) kombinatorik yontemler kullanarak ve

Bu ifadenin

(ii) cebirsel yontemler kullanarak
iki ayr1 kanitin1 verin.
Her n,r € N icin
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k B r
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esitliginin saglandigim kamtlaym. (Ipucu: (??) esitligini kullanm.)



BOLUM B: Agagidaki dort sorudan sadece iki tanesini cevaplayin.

B 1 V sonlu boyutlu bir C-vektor uzayr ve T ise V {izerinde bir dogrusal operatdér olsun. Ayrica
rank(7?) = rank(7T) oldugunu varsayalm. Bu durumda 7’nin goriintiisii ile 7’nin sifir uzaymim ayrik
oldugunu kamtlayin.

B 2 GL,(C) kompleks girdileri olan tersinir n x n-matrislerin grubu olsun. M ise bu grubun sonlu
mertebeli bir elemani olsun. Bu durumda M 'nin késegenlesgtirilebilir oldugunu kanitlayin.

B 3 G sonlu bir grup, g € G ise mertebesi en az 3 olan bir eleman ve Cg(g) bu elemann G igindeki
merkezleyeni olsun. Ayrica |G : Cg(g)|'nin tek oldugunu varsayalim. Bu durumda g'nin ¢! ile eslenik
olmadigini kanitlayin.

B 4 G bir grup ve a € G olsun. a’nin biitiin eglenikleri ile degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
a’nmin G icindeki bir abelyen normal altgrubun elemani olmasi oldugunu kanitlayin.

BOLUM C: Agagidaki dort sorudan sadece iki tanesini cevaplayn.

C1 f,:(0,1) — R dizisi bir f: (0,1) — R fonksiyonuna noktasal yakinsayan stirekli fonksiyonlar dizisi
olsun. Agagidaki 6nermelerden herbirisini kamtlayin ya da c¢iiriitiin.

(a) Eger f, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa, f stireklidir.
(b) Eger f stirekli ise f,, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyordur.

C2 f:(0,1) — R bir tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Asagidaki énermelerden herbirisini kanitlaym ya
da clriitiin.

(a) Eger f diizgiin stirekli ise f/ simirhdur.
(b) f’ smurh ise f diizgiin siireklidir.

C 3 (M,d) bir metrik uzay, A C M bos olmayan bir kiime, € A, ve her r > 0 i¢in B(z,r) ={y € M :
d(xz,y) < r} olsun. Agagidaki énermelerden herbirisini kanitlayin ya da ¢iiriitiin.

(a) Eger A kapali ve bazi r > 0 igin A C B(z,r) saglaniyorsa A tikizdir.

(b) Eger A tikiz ise A kapalidir ve bazi r > 0 igin A C B(z,r) saglanir.

C 4 f:C— Cbir tam (TAM YERINE TUM DUZLEMDE ANALITIK DENEBILIR) fonksiyon olsun.
(a) f’in baz1 R > 0 i¢in {z € C : |z| = R} ¢emberinde M sabitiyle sinirli oldugunu varsayalim. f’in 0
gevresindeki kuvvet serisi agiliminin C, katsayilarinin
M
’Ck| < ﬁ

esitsizligini sagladigini kanitlayn.

(b) Her z € C icin |f(2)| < A+ BJ2|" esitsizligini saglayan A, B reel sabitlerinin ve n > 0 tamsayisinin
var oldugunu varsayalim. f’in derecesi en ¢ok n olan bir polinom oldugunu kanitlaym. (Ipucu:
k > n i¢in Cy katsayilarimi kontrol etmek i¢in (a)’y1 kullamn.)



